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Dispersão: fenomenologia

Meios dispersivos: c(n), e(n), n(n),  c(n) = c0/n(n)

nF – 486.1 nm    nd – 587.6 nm       nC – 656.3 nm

V = 38 (“vidro”), 68 (silício)

Número de Abbe

Medidas de dispersão
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Dipolos eléctricos

By Geek3 - This vector graphics image was created with 
VectorFieldPlot., CC BY-SA 3.0, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11661514
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Momento dipolar eléctrico

p = -ex 



Relações P(E)

As propriedades de um meio dieléctrico são totalmente descritas
através da relação entre a densidade de polarização dieléctrica
P(r,t) e o campo eléctrico, E(r,t). 

Um meio é linear se P(r,t) e E(r,t) se relacionam linearmente.

Um meio é não dispersivo se P(r,t) apenas depende de E(r, t) no 
mesmo instante – é claramente um caso limite.

Um meio é homogéneo se a relação entre P(r,t) e E(r,t) não
depende de r.

Um meio é isótropo se a relação entre P(r,t) e E(r,t) não depende da 
direcção de E – os dois vectores são paralelos

VOLUMEÍNDICE



Materiais…

LINEAR, HOMOGÉNEO, ISÓTROPO

D= e E,      e = e0(1 + c) ou c = e/e0 – 1 =  er – 1

c Susceptibilidade eléctrica. Real. Escalar.

e Permitividade eléctrica

er=e/e0 Constante Dieléctrica (Permitividade relativa)

CRISTALINO

NÃO LINEAR
Para campos eléctricos luminosos que não se possam considerar pequenos

relativamente ao campo atómico no átomo de H (10+12 V/m):

d    ~ 10-24
→ 10-21     (C/V2)

c(3) ~ 10-34
→ 10-29     (C m/V3)

VOLUMEÍNDICE

P(r,n) = e0 c E(r, n)



Constantes materiais

𝜀𝑟 ≝
𝜀

𝜀0
= 1 + c

𝑣 =
1

𝜀𝜇
𝑐 =

1

𝜀0𝜇0
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𝑐

𝑣
=

𝜀𝜇

𝜀
0
𝜇
0

𝑛2 =
𝜇

𝜇0
(1 + c)

Em meios não magnéticos: 𝜇 = 𝜇0. Logo: 𝑛2 = 1 + c = 𝜀𝑟

ÍNDICE

P = e0cE

D = eE

VOLUME



Dipolos eléctricos

By Geek3 - This vector graphics image was created with 
VectorFieldPlot., CC BY-SA 3.0, 

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11661514
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Momento dipolar eléctrico

p = -ex 



Radiação de um dipolo eléctrico VOLUMEÍNDICE

Electric Dipole Radiation.

Dipole parallel to the z-axis.

Electric field and Poynting-vector in the x-z-plane. Black arrows show (Sx,Sz).

Colours indicate the strength of the electric field vector, |E|, red Ez > 0, blue Ez < 0.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:DipoleRadiation.gif



Meios cristalinosÍNDICE

Calcite
CaCO3

VOLUME



Radiação de um dipolo eléctrico VOLUMEÍNDICE

Campo próximo
(MIT open courseware, physics 8.02 TEAL project)

https://youtu.be/QK5KrYakSIU
<iframe width="854" height="480" 

src="https://www.youtube.com/embed/QK5KrYakSIU" frameborder="0" 
allow="autoplay; encrypted-media" allowfullscreen></iframe>

Campo longínquo
(tiny antenna in the center.) MIT ocw 8.02 physics)

https://youtu.be/NB2AP7jvqvA
<iframe width="854" height="480" src="https://www.youtube.com/embed/NB2AP7jvqvA" 

frameborder="0" allow="autoplay; encrypted-media" allowfullscreen></iframe>

https://youtu.be/QK5KrYakSIU
https://youtu.be/NB2AP7jvqvA


Dispersão - Modelo de Lorentz

Momento dipolar eléctrico:       p = -ex  → p=e0aElocal

Polarizabilidade atómica: a

Densidade volúmica de dipolos:       N

Densidade polarização eléctrica: P = Np(E) = -Nex(E) → P = e0cE

Susceptibilidade eléctrica: c → c(w) = Na(w)

VOLUMEÍNDICE



Dispersão - Modelo de Lorentz

As constantes ópticas de um meio podem variar com a n: DISPERSÃO.

Os modelos de dispersão baseiam-se na ligação do electrão aos átomos e no seu
movimento sob acção da força decorrente do campo eléctrico: oscilador harmónico
forçado.

A equação geral do movimento de um electrão num campo 𝑬 = 𝑬𝟎𝒆
𝒊𝝎𝒕 é:

A frequência natural de oscilação do electrão é w0 = (b/m)1/2
 ABSORÇÃO…

O electrão segue a variação do campo 𝒙 = 𝒙𝟎𝒆
𝒊𝝎𝒕 e a amplitude do movimento é:

0

Daqui decorre uma densidade de polarização dieléctrica:

P (w) = Np = -Nex0(w)   que, por outro lado também é: P (w) = e0cE(w)
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Dispersão – Equação de Lorentz

Daqui decorre uma expressão para c(n), complexa, a Equação de Lorentz:

Dependências típicas da Susceptibilidade c com a frequência, n

VOLUMEÍNDICE

Dn = /2p

Q = n0/Dn

n → w = 2pn 

n0 = w0/2p

P(r,n) = e0 c E(r, n)



Constantes materiais

𝜀𝑟 ≝
𝜀

𝜀0
= 1 + c

𝑣 =
1

𝜀𝜇
𝑐 =

1
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𝜀
0
𝜇
0

𝑛2 =
𝜇

𝜇0
(1 + c)

Em meios não magnéticos: 𝜇 = 𝜇0. Logo: 𝑛2 = 1 + c = 𝜀𝑟

Em meios dispersivos, com uma susceptibilidade complexa:

c = c’ + i c’’

ñ2 = 1 + (c’ + i c’’)

É frequente definir o índice complexo na forma  ñ = 𝑛 − 𝑖
𝛼

2𝑘0
, 

com k0 = 2p/l0 (número de ondas no vazio)

ÍNDICE

P = e0cE

D = eE

VOLUME



Dispersão

Material dieléctrico, com ressonâncias fora do visível.

O índice, n, diminui (com l) pois as ressonâncias mais próximas
são no UV (Dispersão normal)

VOLUMEÍNDICE

Absorção fraca:
c”<< 1+ c’

Absorção forte
| c”|>> |1+ c’|

ñ = 𝑛 − 𝑖
𝛼

2𝑘0

ñ2 = 1 + (c’ + i c’’)

𝑛(c’,c’’), 𝛼(c’,c’’)



Absorção – Lei de Beer-Lambert

Sendo a susceptibilidade eléctrica, c, representada por um complexo:

A permitividade eléctrica é também complexa:

Em luz monocromática, a eq. de Helmoltz mantém-se válida, mas com um número
de ondas k complexo (k0 = w/c0):

Sendo k complexo, pode ser escrito na forma b – ia/2:

𝑘 = 𝛽 − 𝑖
𝛼

2
= 𝑘0 1 + 𝜒′ + 𝑖𝜒′′

Como se comporta a Amplitude Complexa de uma onda plana, que se propague
segundo o eixo dos Z,   U = A exp-ikz, num meio deste tipo?

Impacto de c complexo: Absorpção



Se a > 0, a amplitude varia com                    e a irradiância variará de acordo com a 

Lei de Beer:

a é o coeficiente de absorção (ou extinção ou atenuação)

a → a(w)  é o espectro de absorção – observável

b (que representa o k “habitual) é a constante de propagação, num meio de índice de 
refracção efectivo n:

b = n k0     → n = b / k0     n + ik (Wikipedia)

… e a onda desloca-se com velocidade de fase c = c0 / n

Sendo 𝑘 = 𝛽 − 𝑖
𝛼

2
= 𝑘0 1 + 𝜒′ + 𝑖𝜒′′ então:

ñ = 𝑛 − 𝑖
𝛼

2𝑘0

Impacto de c complexo: Lei de Beer



Absorção fraca: c”<< 1+ c’:

Absorção forte: | c”|>> |1+ c’| :

Dispersão: Impacto de c complexo



Dispersão: equação de Sellmeier

Num meio com múltiplas ressonâncias, com n2 = er = 1+c, é válida a 

Equação de Sellmeier , n(l):

Bi Ci

VOLUMEÍNDICE



RefractiveIndex.info (Palik, ...)

http://refractiveindex.info

http://refractiveindex.info

1. Metais

2. Líquidos

3. Cristais

4. Gases

5. Vidros

6. Plásticos

7. Cristais líquidos

8. Metamateriais

VOLUMEÍNDICE

http://refractiveindex.info/


Refractive Index VOLUMEÍNDICE

Refractive index of the atmosphere – NIST

https://emtoolbox.nist.gov/Wavelength/Documentation.asp

https://en.wikipedia.org/wiki/Refractive_index

https://emtoolbox.nist.gov/Wavelength/Documentation.asp


Metais – Modelo de Drude (1900)ÍNDICE

Equações de Maxwell

Lei de Ohm:   J = sE

Para ondas monocromáticas, 𝑬 = 𝑬𝟎𝒆
𝒊𝝎𝒕, tudo o que se passa com dieléctricos   

(tudo o que dependa da Constante Dieléctrica, 𝜀𝑟) passa-se com metais desde que:

e → ee

com a Permitividade Efectiva definida como:

Constante Dieléctrica

𝜀𝑟 ≝
𝜀𝑒

𝜀0
= 1 + c

𝜀𝑒 = 𝜀 +
𝜎

𝑖𝜔

VOLUME



o Electrões pouco ligados aos átomos, livres.

o Frequência natural de ressonância é nula (w0=0) [ou
b=0)]

o Amortecimento por colisões com os átomos e fronteiras.

o Explicação dos valores DC e AC de s, efeito de Hall e 
condutividade térmica.

Movimento geral de uma carga:

Para electrões livres, b = 0.
−1 = tc = tempo de relaxamento ~ 10-14s

Em termos da densidade de corrente J = -Nev = sE = J, 
(N ~1028 – 1029 átomos/m3) e considerando que J varia à frequência
w do campo E, obtem-se a condutividade estática, s, para 
w = 0, e a condutividade dinâmica, sw:
o Baixas frequências (w/ <<1), os electrões seguem o campo.

o Altas frequências, (w/ >>1), sw é imaginária; a corrente J está
em quadratura com o campo, E.

Metais – Modelo de Drude (1900)ÍNDICE
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Com esta dependência da condutividade, a permitividade efectiva ee é:

Para frequências elevadas, w >> 1/ tc :

Se o meio tiver propriedades dieléctricas do vazio, e=e0

wp é a Frequência de Plasma

A propagação de ondas num metal depende da relação entre  w e duas frequências críticas:

wp e = tc
−1

Diferentes metais, com diferentes wp têm diferentes colorações: Au, Cu, Ag

Metais – Modelo de Drude (1900)ÍNDICE
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Metais – Modelo de Drude (1900)ÍNDICE VOLUME

Profundidade de penetração:



w > wP → ee > 0 → meio “dieléctrico”, sem absorção → banda plasmónica (Raios X)

w = wP → b = 0 → não há propagação → criação de plasmões (oscilação longitudinal de um 
gás de electrões) – mas depende da polarização...

w < wP → ee < 0 → k é imaginário → atenuação (sem propagação) → banda proibida → bom 
espelho (V, NIR)
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Metais – Modelo de Drude (1900)ÍNDICE VOLUME



Na maior parte metais wP está no UV: bons reflectores
no visível. 

Nos semi-condutores, wP encontra-se no IR.

No Cu, wP está no visível, → cor particular
s = 5.76 x 107 (W.m)-1

Massa atómica: 63.5 g

Densidade: 8.9 g/cm3

Nº de Avogadro: 6.02 x 1023 g-1

N = 8.5 x 1028 m-3  (Nº de electrões libertados por átomo: 1)

e = 1.6 x 10-19 Coulomb

e0 = 8.85 x 10-12 Fm-1

m = 9.11 x 10-31 Kg

tc = 2.5 x 10-14 s

wc = 4.1 x 1013 s-1

wP = 1.64 x 1016 s-1

wamarelo (570 nm) = 2.95 x 1015 s-1

Propriedades ópticas do Cobre (Cu)ÍNDICE VOLUME



RefractiveIndex.info (Palik…)ÍNDICE VOLUME



Meios não-linearesÍNDICE

PNL = 2d E2 PNL = 4 c(3) E3

n (I) = n + n2 I

Geração de 2ª Harmónica

Compensação de deformações
do meioEspelhos de fase conjugada

Geração de Supercontínuo

Variação do índice com o campo

Auto-modulação da fase

Geração de 3ª Harmónica

Efeito electroóptico, n(V)

Soma e diferença de frequências

VOLUME



Meios não-lineares – 2ª ordemÍNDICE

PNL = 2d E2

Geração de 2ª Harmónica Efeito electroóptico, n(V)

Soma e diferença de frequências

VOLUME



Meios não-lineares – 3ª ordemÍNDICE

PNL = 4 c(3) E3

n (I) = n + n2 I

Compensação de deformações do meio

Espelhos de fase conjugada

Geração de Supercontínuo

Variação do índice com o campo

Auto-modulação da fase

Geração de 3ª Harmónica

VOLUME



A reter...

➢ A relação P(E) e a sua independência das equações de Maxwell

➢ A forma de modelar meios lineares, homogéneos, cristalinos, não lineares, …

➢ O papel da Susceptibilidade, c, e a sua variedade funcional e algébrica

➢ A função dos dipolos electrónicos na compreensão das propriedades dos 
dieléctricos (modelo de Lorentz)

➢ A função da dinâmica dos electrões livres na determinação das propriedades
dos metais (modelo de Drude), e a frequência de Plasma, wP.

➢ A variação das propriedades dos materiais com a frequência, w (dispersão):

v, c, n, c, m, e, er, s

➢ A representação das propriedades dos materiais em termos de grandezas
complexas, para modelar a dispersão e a absorção, e a sua decorrência de c.

➢ A certeza de que os fenómenos ópticos não lineares já estão no “realitário” de 
todos (sociedade em geral, alunos, professores, …)

ÍNDICE VOLUME


